BOLYAI MATEMATIKA CSAPATVERSENY
ORSZAGOS DONTO, 2019. FEBRUAR 23.

MEGOLDOKULCS és JAVITASI UTMUTATO

9. osztaly | 10. osztaly 11. osztaly | 12. osztaly
1. |]ABCD ABD . |[ABCDE |C 1.
2. |ABCDE |CE 2. |BD CE 2.
3. |A BD 3. |CE D 3.
4. |B C 4. |CE CDh 4.
5. |CD BD 5. |E CDE 5.
6. | BE B 6. |ABC D 6.
7. |BD CDE 7. |CDE ABC 7.
8. |BDE BCE 8. |AB CDE 8.
9. |[CDE B E 9. | D E 9.
Max.| 131+16 pont | 127+16 pont | Max.] 129+16 pont | 125+16 pont | Max.

9. osztaly 10. feladat: A 8(s—a)(s—b)(s—c)=2(s—a)-2(s—b)-2(s—c)=(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c) dsszefliggés
alapjan a bizonyitand6 egyenl6tlenség felirhatd (b +Cc— a) (C +a-— b)(a +b- C) <abc alakban (4 pont).

Az (a +b- C) (a -b+ C) —a’ - (b - C)2 szorzat egyrészt pozitiv, hiszen a haromszog-egyenl6tlenség miatt két pozitiv tényezo
szorzata (2 pont), masrészt értéke legfeliebb a”, ahol egyenléség csak b=cC esetén all fent (2 pont). Hasonloképpen

(b +C— a)(b —-C+ a) <b® és (C +a- b)(C —-a+ b) <c’ (2 pont). E harom egyenlétlenséget Ssszeszorozva a bizonyitando
allitas négyzetét kapjuk (4 pont). Mivel az eredeti egyenltlenségben mindkét oldal pozitiv (2 pont), ezert azt is bebizonyitot-
tuk. (Osszesen max. 16 pont.)

Misodik megoldas: Vezessiik be az Xx=S—a, y=S—b és z=s—C jeloléseket. Ekkor C=X+Yy, b=X+2z és a=y+1z,
vagyis a bizonyitandd egyenl6tlenség felirhatd 8Xyz < (X + y)(x + z)(y + Z) alakban (4 pont). Ha a jobb oldalon elvégezziik a

beszorzast, és mindkét oldalbol levonunk 8xyz -t, a kovetkez6 egyenldtlenséghez jutunk:

0< X2y +y*x+ X2+ 22X+ y*2+ 2y —6xyz (4 pont). Ennek jobb oldala x(y—z)" +y(z—x)’ +z(x—y)’ alakban s felir-

hat6 (4 pont). A haromszdg-egyenlétlenség miatt (2 pont) X, y és z pozitivak, ezért ez a kifejezés mindig nemnegativ (2 pont).
(Osszesen max. 16 pont.)
Megjegyzés: Egyenldség csak a=b=c (illetve X =y =z ) esetén, vagyis csak a szabalyos haromszogre all fent.

10. osztaly 10. feladat: Tekintsik az f:R >R, f(x)=ax’+bx+c masodfoku fiiggvényt (1 pont). A feltétel alapjin

ac+bc+c? <0, vagyis c-(a+ b+ C) <0 (1 pont), azaz f (0) f (1) <0 (4 pont). Az utobbi egyenlStlenségbdl kovetkezik,
hogy a fiiggvény 0-ban €s 1-ben ellentétes eldjelil (2 pont), igy a parabola 0 és 1 kozott metszi az X-tengelyt (2 pont), vagyis az
ax* +bx+c =0 egyenletnek két kiilsnbozd valos gydke van (2 pont). Ezért az egyenlet diszkriminansa pozitiv (2 pont), vagy-
is b —4ac >0 (1 pont), amib3l 4ac <b” (1 pont). (Osszesen max. 16 pont.)

11. osztily 10. feladat: f(x)=(x+6)" -6 (2 pont), igy f(f(x))z[f(x)+6]2—6=[(x+6)2—6+6T—6=
=(x+6)"—6 (4 pont). Hasonléan f(f(f(x)))z[f(x)+6]4—6=[(x+6)2—6+6T—6=(x+6)8—6 (2 pont). Ezt
folyava kapjuk, hogy f(f(f(f(x))))=(x+6)"~6 (1 pont, f(f(f(F(f(x))))=(x+6)"~6 1 pont) &5
f(f(f(f(f(f(x)))))):(x+6)64—6 (2 pont). Vagyis az egyenletink (x+6)"—6=0 alaki (1 pont), ahonnan

(X + 6)64 =6,igy X+6= +%/6 , vagyis X=—6= Yo (3 pont). (Osszesen max. 16 pont.)

12. osztaly 10. feladat: Az MBPF négyszog hurnégyszog (1 pont), mert P és M rajta van BF Tha- D
1ész-korén (2 pont). Ekkor a keriileti szogek tétele miatt BMP X = BFPX (1 pont), és mivel a BPF ik
CBAX CBAX

derékszogi haromszégben FBPX = , ezért BMP X = BFP4 =90°— (1 pont). Ha-

sonloan az MRDF négyszog is hurnégyszog (1 pont), mert M és R rajta van FD Thalész-korén

(2 pont), tehat DMRX =DFRX (1 pont), és ezek egyenlék 90°— FDRX -gel (1 pont), illetve
ADC CB

90° — £ 2A&

=90° -

-vel (2 pont). Vagyis BMP X = DMRX (2 pont), és mivel a B, M, D

pontok egy egyenesen vannak (1 pont), ezért a P, M, R pontok is (1 pont). (Az M pont biztosan a PR szakasz belsé pontja,
hiszen P és R a BD egyenes két ellentétes oldalara esik.) (Osszesen max. 16 pont.)




